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Аннотация. Представлены новые точные решения трехмерных уравнений Навье-Стокса, которые 

учитывает диссипацию энергии в уравнении переноса тепла в движущейся жидкости. Течения вязкой 

несжимаемой жидкости могут быть как установившимися, так и неустановившимися. Для построения 

точных решений за основу взят класс точных решений Линя-Сидорова-Аристова. Характерная 

особенность представления поля скоростей заключается в том, что оно описывается линейными 

формами относительно двух координат (горизонтальных или продольных). Коэффициенты линейных 

форм зависят от третьей координаты (вертикальной или поперечной) и от времени. Давление и 

температура жидкости являются квадратичными формами с аналогичной структурой для скорости. 

Данное семейство точных решений описывает течения вязкой несжимаемой жидкости с 

пространственным ускорением. Иными словами, учитываются нелинейные эффекты сил инерции, 

которые выражаются через конвективную производную вектора скорости и температуры в уравнениях 

Навье-Стокса и уравнении теплопроводности соответственно. Принимая во внимание рассеяние энергии 

в жидкости, конкурируют два квадратично нелинейных эффекта. Это обстоятельство существенно 

затрудняет исследование течений, поэтому в статье приводятся формулы, описывающие ползущее 

течение (приближение Стокса) и движение Озеена. Таким образом, показана возможность построения 

точных решений уравнений движения с диссипацией механической энергии в тепловую энергию для 

полных уравнений Навье-Стокса, а также для их линеаризованных аналогов в приближении Стокса и 

Озеена.  
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Summary. New exact solutions to the three-dimensional Navier-Stokes equations, where the heat transfer 

equation takes into account energy dissipation in a moving fluid, are discussed. The flows of viscous 

incompressible fluids can be in both steady- and unsteady-state. The construction of the exact solutions is based 

on the Lin-Sidorov-Aristov class of exact solutions. The characteristic feature of the velocity field representation 

is that it is described by linear forms with respect to two coordinates (horizontal or longitudinal). The 

coefficients of the linear forms depend on the third coordinate (vertical, or transverse) and time. The fluid 

pressure and temperature are quadratic forms with a similar structure for the velocity. This family of exact 

solutions describes the flows of viscous incompressible fluids with a spatial acceleration. In other words, 

nonlinear effects of inertia forces are taken into account, which are expressed through the convective derivative 

of the velocity and temperature vectors in the Navier–Stokes equations and the heat conduction equation, 

respectively. Since there is energy dissipation in fluids, two quadratically nonlinear effects compete. This 

significantly complicates the study of flows; therefore, the paper presents formulas describing a creeping flow 

(the Stokes approximation) and Oseen motion. Thus, the study shows the possibility of constructing exact 

solutions to the motion equations with mechanical energy dissipation into thermal energy for the full Navier–

Stokes equations and for their linearized analogs in the Stokes and Oseen approximations. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

При нахождении точных решений уравнений Навье-Стокса, описывающих течения 

несжимаемых жидкостей, как правило, игнорируется перенос тепла за счет диссипативных 

процессов [1 – 4]. В этом случае из-за отсутствия гравитационной и капиллярной конвекции 

без учета функции Рэлея предполагается постоянство температуры, что означает 

автоматическое выполнение уравнения теплопроводности. Иными словами, рассматривается 

только тривиальное решение уравнения переноса тепла.  

Пренебрежение диссипацией кинетической энергией в тепловую энергию 

обосновывается несколькими причинами [5]. Укажем два фактора, которые наиболее часто 

используются в исследовании систем уравнений, моделирующих движение жидких сред.  

С физической точки зрения при рассмотрении переноса тепла в уравнении 

теплопроводности содержится функция Рэлея. Коэффициент, стоящий перед суммой 

квадратов касательных напряжений, принимает значения для ньютоновский жидкостей в 

диапазоне 8 410 ;10    , поэтому во многих случаях формально полагают его равным нулю 

для упрощения уравнений движения [5, 6].  

Игнорирования влияния диссипативной функции Рэлея с математической точки зрения 

обусловлено усложнением исследования качественных и количественных свойств решений 

уравнений Навье-Стокса [7, 8]. Свойства системы уравнений движения существенно услож-

ются из-за квадратичной нелинейности функции Рэлея. Таким образом, при аналитическом и 

численном моделировании начинают конкурировать конвективная производная уравнений 

Навье-Стокса и джоулевая диссипация в уравнении переноса тепла [7 – 10]. 

Для задач теории управления течениями ньютоновской вязкой несжимаемой жидкости 

целесообразно принимать во внимание диссипативную функцию Рэлея [9, 10]. Несмотря на 

близость уравнений движения жидкости с учетом локального тепловыделения к уравнениям 

естественной конвекции (уравнения Обербека-Буссинеска), к настоящему времени 

отсутствуют алгоритмы нахождения точных решений. Очевидно, что необходимо 

попытаться использовать известные семейства точных решений уравнений Навье-Стокса без 

введения в описание явлений переноса диссипативной функции. 

Наиболее часто используемым классом точных решений для уравнений Навье-Стокса и 

близких к ним уравнений гидродинамического типа является класс Линя-Сидорова-Аристова 

[11 – 13]. Данное семейство точных решений описывает стратифицированные течения 

жидкости по горизонтальным координатам или по вертикальной переменной для скорости, 

давления, температуры, концентрации и других силовых факторов. Поле скоростей Линя-

Сидорова-Аристова многократно исследовалось и обобщалось. Обзоры по данному классу 

точных решений уравнений гидродинамики содержатся в [1, 2]. Модификации данного 

семейства для изобарических, градиентных, конвективных и термодиффузионных течений 

отражены в статьях [14 – 23]. Основное наблюдение, которое сосредоточено в данных 

научных работах заключается в том, что линейным формам поля скоростей удовлетворяет 

квадратичная по части координат функция, описывающая перенос вещества, которая 

согласуется с полем давления. Квадратичная зависимость температуры позволяет 

положительно ответить на вопрос о существовании точных решений уравнений 

Навье-Стокса с учетом рассеяния механической (кинетической) энергии вязкой 

несжимаемой жидкости. 

Целью данной статьи является распространение класса точных решений Линя-

Сидорова-Аристова для течений жидкости с локальным выделением тепла. Показать 

существование таких решений и определить структуру уравнения для нахождения функций, 

определяющих структуру гидродинамических полей скорости, давления и температуры. 

В статье отмечается возможность линеаризации уравнений движения, которое 

осуществляется из-за аппроксимации конвективной производной в уравнении переноса 

импульса жидкости (в уравнении Навье-Стокса) или в уравнении переноса тепла 

(в уравнении теплопроводности). 
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УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 

 

Рассмотрим неустановившееся течение вязкой несжимаемой жидкости с учетом 

внутреннего (локального) тепловыделения, обусловленного внутренним трением слоев по 

закону Ньютона (ньютоновская жидкость), которое описывается системой уравнений [5, 6]: 

  P
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В системе уравнений в (1), состоящей из уравнения Навье-Стокса, уравнения Фурье и 

уравнения непрерывности, введены следующие обозначения:    1 2 3, , , , ,t x y z V V VV  – 

вектор скорости; P  – давление, деленное на постоянную плотность  ;    – кинематическая 

вязкость;   – коэффициент температуропроводности;   – оператор Гамильтона, 

  – оператор Лапласа.  

Далее будем полагать, что трехмерное движение жидкости описывается в 

прямоугольной декартовой системе координат. Таким образом, оператор Гамильтона 

записывается как  
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где 1i , 2i , 3i  – орты декартовой прямоугольной системы координат, а оператор Лапласа 

имеет следующий вид: 
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В уравнении теплопроводности функция Q  определяет диссипацию энергии жидкости 

(трансформацию механической энергии в тепловую) согласно формуле: 
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где pc  – удельная теплоемкость жидкости при постоянном давлении [5]. Преобразовав и 

просуммировав выражения в скобках для функции Рэлея Q , получим ее представление в 

следующем виде: 
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В скалярном виде уравнения (1) с учетом диссипативной функции (2) записываются 

следующим образом: 
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Для системы уравнений (3) далее будет найдено точное решение в классе скоростей, 

линейных относительно части координат, которое находит свое применение для решения 

задач гидродинамики [11 – 13, 1 – 4]. 

 

КЛАСС ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ 

 

Построим точное решение нелинейной системы уравнений в частных производных (3), 

используя семейство точных решений Линя-Сидорова-Аристова [11 – 13]. Поле скоростей 

представим следующим образом: 

      1 3 1 3 1 2 3 2, , ,V U x t U x t x U x t x   , 

     2 3 1 3 1 2 3 2, , ,V W x t W x t x W x t x   , 

 3 3,V w x t .            (4) 

Выражения (4) являются линейными формами относительно горизонтальных 

(продольных) координат 1x  и 2x  с коэффициентами U , 1U , 2U , W , 1W , 2W  и w , зависящими 

от вертикальной (поперечной) координаты 3x  и времени t . Поля давления и температуры 

описываются квадратичными формами: 
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Для анализа и изучения свойств течений жидкости необходимо вычислить 

коэффициенты форм (4) и (5). Вычислим частные производные функций по 

пространственным координатам и времени, описывающих поле скоростей (4) и поля 

давления и температуры (5):  
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Подставим полученные выражения в систему уравнений (3), получим следующие 

уравнения движения вязкой несжимаемой жидкости с учетом локального тепловыделения, 

влияющего на перенос импульса: 
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В системе уравнений (6) раскрываем скобки, группируем выражения при одинаковых 

степенях горизонтальных координат 1x  и 2x , далее применяем метод неопределенных 

коэффициентов и получаем систему уравнений для определения девятнадцати неизвестных 

функций из (4) и (5):  
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.       (7) 

Система (7) состоит из тринадцати неоднородных уравнений в частных производных 

параболического типа  1 1  с конвективным слагаемым и из шести уравнений градиентного 

типа для определения неизвестных функций, входящих в точное решение (4) и (5). Таким 

образом, система (7) распадается на две слабосвязанные подсистемы. После нахождения 

функций, описывающих поле скоростей и давления, необходимо проинтегрировать 

оставшиеся уравнения для нахождения температуры (функции) распределения тепла. 

 

НЕКОТОРЫЕ ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ 

 

Для начала заметим, что часть уравнений, содержащихся в (7) интегрируется явно: 

1

3

0
P

x





, 11

3

0
P

x





, 2

3

0
P

x





, 22

3

0
P

x





, 12

3

0
P

x





. 

Очевидно, что функции 1P , 2P , 11P , 12P  и 22P  зависят только от времени, следовательно, 

можно уточнить выражение (5) для давления: 

           
2 2

1 2
0 3 1 1 2 2 11 12 1 2 22,

2 2

x x
P P x t P t x P t x P t P t x x P t      . 
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Отметим, что фоновое давление может быть получено посредством интегрирования 

уравнения  
2

0

2

3 3 3

Pw w w
w

t x x x


  
   

   
  

следующей квадратурой с точностью до аддитивной функции: 

 

 
2

0 32

3 3

w w w
P w dx f t

x t x

   

    
   

 . 

Уравнения движения (7) могут быть сравнительно проинтегрированы для 

классического однонаправленного установившегося течения Куэтта, но с учетом 

диссипативной функции Рэлея. В этом случае точное решение (4) и (5) трансформируется к 

виду 

  1 3V U x , 

            
2 2

1 2
0 3 1 3 1 2 3 2 11 3 12 3 1 2 22 3

2 2

x x
T T x T x x T x x T x T x x x T x      . 

Система (7) редуцируется к системе обыкновенных дифференциальных уравнений, 

которая записывается следующим образом:  
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1 11 222
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2

p

d T dU
UT T T

dx c dx


 

 
     

 
.          (8) 

Система обыкновенных дифференциальных уравнений четырнадцатого порядка может 

быть последовательно легко проинтегрирована. Выпишем решения обыкновенных 

дифференциальных уравнений только для тех функций, которые определяют закон 

изменения фоновой температуры 0T : 

 1 2U C z C  , 1 3 4T C z C  , 11 5 6T C z C  , 22 7 8T C z C  . 

В последних формулах символами 1C , 2C , 3C , 4C , 5C , 6C , 7C  и 8C  обозначены 

постоянные интегрирования для уравнений (8). После подстановки полученных решений в 

стационарное уравнение переноса тепла и двукратного его интегрирования, получим 

формулу 

      
4 3 2 3 2

2 2

0 1 3 2 3 1 4 2 4 5 7 6 8 1

1

12 6 2 6 2 p

z z z z z
T CC C C CC C C C C C C C z

c



 

 
         

 
, 

которая иллюстрирует возможность управления тепловым полем при диссипации 

механической энергии даже для установившегося течения. Аналогично точное решение 

можно получить для однонаправленного течения Пуазейля и Куэтта-Пуазейля с учетом 

локального тепловыделения. 

Система уравнений (7) описывает широкий класс течений. Заметим, что она может 

быть упрощена посредством линеаризации конвективной производной, содержащейся в 

уравнениях Навье-Стокса и в уравнении теплопроводности [1, 5, 6]. При использовании 

приближения Стокса (число Рейнольдса или Грасгофа мало) пренебрегают слагаемым 

 V V  в уравнении Навье-Стокса (1). При этом вклад конвективного перемешивания 

 TV  в уравнении переноса тепла может быть принят во внимание или проигнорирован 
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по аналогии с ползущими течениями. Аналогичное замечание справедливо для течения типа 

Озеена. Для этого вектор скорости V  в конвективных производных  V V  и  TV  

аппроксимируется постоянным вектором  , ,CA BU . После этого повторяется процедура 

вывода уравнений (7), с которой можно ознакомиться в [1, 2, 19, 23].  

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

В статье анонсированы новые точные решения уравнений гидродинамики, которые 

описывают влияние диссипативной функции Рэлея на перенос тепла в жидкости без учета 

конвективного движения. Показано, что широкий класс точных решений для течений 

жидкости с учетом переноса тепла совпадает с семейством Линя-Сидорова-Аристова, 

удовлетворяющего уравнениям естественной конвекции Обербека-Буссинеска для 

ньютоновской несжимаемой жидкости. Приведенные в статье точные решения помогут 

разработать алгоритмы управления нелинейностями с разными релаксационными временами 

и пространственными масштабами, обусловленными учетом конвективной производной и 

суммой квадратов касательных напряжений в уравнениях движения. 
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